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Nombres réels

Exercice 1 Montrer que v/3 n’est pas un nombre rationnel en montrant qu’un entier dont le carré est
divisible par 3 'est aussi.

Exercice 2 Donner une autre preuve de la proposition selon laquelle I’équation 2n? = m? n’a aucune

solution entiere en utilisant le théoreme d’arithmétique disant que la mise en facteurs premier est unique.
On comparera le nombre de facteurs 2 des deux membres de I’équation.

o 3 . , N . . .
Exercice 3 Montrer que v/2 n’est pas rationnel en démontrant & I’aide d’une mise en facteurs premier
que 2n® = m? n’a pas de solution entiere.

Exercice 4 Montrer que ’équation y? = 222 n’a pas d’autre solution rationnelle que (0, 0).
Exercice 5 Montrer qu’il n’existe pas d’entiers k, m, n tels que :
m 3
k + Vil _ 0
n
Exercice 6 Résoudre dans N x N le systeme suivant :
r+y =1998
xy =1998¢ (t € N)
Exercice 7 Montrer que les sommes partielles de :
1 1 1 1
S=1—-—4+-————= -+ (-1D)"—+....
10+102 102 +(=) 10”+

forment un emboitement régulier que ’on explicitera. Déterminer l'intersection de cet emboitement.

Exercice 8 Montrer que les sommes partielles de la série :
1 1 . 1 1 (=)™ N
2 22 23 2n o

forment un emboitement réqulier dont I'intersection est la valeur de cette série. Quelle est cette valeur 7

Exercice 9 Diviser 12,27 par 3,41 et montrer que l'on obtient un emboitement régulier d’intervalles.
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Exercice 10 Calculer /4 jusqu’a la quatrieme décimale & I’aide d’emboitement.
Exercice 11 Soit (1), un emboitement régulier. Soit a,l’extrémité gauche de I,,.

1. Montrer que Vn > 1, 3k, € {0,1,2,...,9} tels que :

n
Gp = Gp—1 + 7~

10m
2. Si Iy = [m,m + 1] (m € N), expliciter a,, en fonction de m, ki, ..., ky,.
3. On pose :
k1 kn,
C:= — —
m+ 10 + ot o7 +
Montrer que Vn € N, a, <c < a, + 10%. En déduit que : ¢ € ﬂ I,.
neN
Exercice 12 Montrer par récurrence les relations suivantes pour n € N :
_ n(n+1)
S T e
2 2 2 _ n(n n
3 3 3 _ [n(nt+1)
B+2B 4. 40P = [T}
Exercice 13 Montrer par récurrence les inégalités suivantes :
13 2n —1 < 1 e
—— . , N
24 n V2n+1
1+z)">14+nz, z>-1
Exercice 14 Soit :

an=0,11...100...011...1......
—— ——

nfois nfois nfois

Ecrire a1, ag, as et ay dans le systéeme de base 10. Quel est le réel (c’est un rationnel, justifier) auquel
se stabilise a,,.

Exercice 15 Montrer que chaque intervalle [a, b] ot @ < b contient un nombre rationnel et un nombre
irrationnel ; montrer que I’ensemble Q de tous les nombre rationnels n’est ni ouvert, ni fermé dans R.

Exercice 16

i. En rappelant la propriété d’Archimede pour I'ensemble R des nombres réels, montrer que :
(Va>0)(VbeR), IpeN, pa>b

ii. Montrer que Ve >0, de; € Q, 0 < &1 < &.
iii. Montrer que Ve > 0,Vz € R, d!p € N tel que :

pe<z<(p+1)e

Indication : on considerera {p € Z, pe < x}.



iv. En utilisant ce qui précede, construire un rationnel z tel que = < z < y ou x,y sont des réels donnés
a lavance avec x < y.

v. Construire un irrationnel 2’ tel que = < 2/ < v.

vi. Est-ce que Q peut contenir un intervalle |a, 5[ (v < §)? Est-ce que R\ Q peut contenir un intervalle ?
Quel est le plus “gros” Q ou R\ Q7

Exercice 17 Soit =z € R.
1. Montrer que Vn € N, dlp,, € N tel que :

Prc < (pu+1)

107 107

2. Montrer que 10p, < pny1 < 10(1 + p,,). Donner une interprétation convenable.

Exercice 18 Soient A et B deux sous ensembles non vide de R tels que R = AU B et que tout nombre
de A soit plus petit que tout nombre de B.
Montrer qu’il existe un nombre réel ¢ qui est, ou le plus grand nombre de A, ou le plus petit nombre de
B. C’est le théoreme de la “coupure” de Dedekind. Indication : on utilisera une version analogue a celle
des emboitements réguliers.

Exercice 19 Résoudre dans N I’'équation a 4 inconnues :
3l(zyzt + xy + ot + 2zt + 1) = 40(yzt + y + )
Exercice 20 p et g étant deux entiers relatifs tel que p?> — 4¢ < 0. Donner le nombre de couples
(w,y) € Z2, ainsi que ces couples, satisfaisants & la relation :
2 +pry +qy’ =1

suivant la valeur de p? — 4q.

Exercice 21 Déterminer dans Q I'inégalité suivante :
n n 1
) —) >p2 . r
(Zaz)(z a-) >n” ou Vi, a; >0
i=1 i=1 "7
Exercice 22 A tout rationnel x, on associe le nombre |z[, =0siz =0 et [z], = # si x # 0, défini de

facon suivante : p étant premier et supérieur a 1, n est I'entier relatif tel que x = p™ab™!, a et b étant
entiers premiers avec p, (b > 0). Calculer |zz ; majorer |z + 2'[,. On dit que z, — z si [z, — 2,

’
P
tend vers 0. Quel est la limite de x,, = 1 +a +a® +...--- 4 a" lorsque p divise 'entier a.

/ 1
’pv Ep

Exercice 23 Soit f une application de X dans Y. On suppose que CardY = g € N* et que pour tout
y € Y, ensemble f~!1({y}) C X est & p éléments. On suppose de plus que f est surjective. Montrer que
CardX = pq.

Exercice 24 Soient CardX = p et Y = ¢. Montrer que '’ensemble des applications de Y dans X a
pour cardinal p?.
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Exercice 25 On suppose (cf 24) que p < q. Montrer que le nombre d’injections de X dans Y est (qzi!p)!.
En déduire le nombre de permutations d’un ensemble a n éléments.

Exercice 26 Soit CardX = n et soit p < n. Montrer que le nombre d’ensembles & p éléments contenus
dans X est Wip)! On le note C}, ou (3;) : coefficients du binéme.
Exercice 27 En utilisant le fait que dans tout ensemble (fini ou infini) de N, il existe un entier plus
petit que tous les autres, démontrer que :
i. Tout entier n > 2 possede au moins un diviseur premier. (On rappelle qu’un nombre premier est un
entier p > 2 n’admettant pas d’autres diviseurs positifs que 1 et p)

ii. Soient a, b € N avec b > 1, il existe des entiers g et r tels que a = bg + r avec r < b.

Exercice 28 Démontrer que I’ensemble des nombres premiers est infini.

Exercice 29 Démontrer que I'ensemble des nombres premiers de la forme 4n—1 (resp. 6n—1) est infini.
Exercice 30 L’ensemble des nombres an + b est infini, a A b = 1 (Dirichlet).

Exercice 31 On choisit un entier ¢ > 2. (Numération de base q)

i. Soit € N*. Montrer qu’il existe un et un seul entier n > 0 tel que ¢" < z < ¢"*!

entier a,, vérifiant :

puis un et un seul

0<a,<qg-1, and" <z <(an+1)q¢"
ii. Montrer que pour tout z € N, il existe une et une seule suite d’entiers ag, a1,...,a,,... vérifiants :
1.0<a, <qg—1, Vr >0.
2. Les entiers r tels que a, # 0 sont en nombre fini.
3.0Ona:r=ag+aq+asq®>+ ---+aq +....
(Pourqoi le 3 a un sens ?7) Montrer que 'entier n de la question i est le plus grand entier tel que a,, # 0

et que le nombre a,, défini a la question i est égal au nombre a,, de la question ii.
La suite an.ap_1....aq est le développement de x dans le systeme de numération de base q.

iii. Trouver le développement du nombre 718 dans le systéme de numération binaire (i.e. & base ¢ = 2).
iv. Soit « un rationnel positif. Montrer qu’il existe une et une seule suite de nombres entiers :
e Oy A1y e e ey A0y A, (A2, ...
vérifiant les conditions suivantes :

1. 0<a, <q—1,Vr e Z.

2. {r e N; a, # 0} est fini.

3. VreZona:

a1q" + arp1g M+ <z < g +ad +arpd T+
On dit alors que :
Anlp—1 -+ 00y G—10—2 .. G_p ...

(ol n est le plus petit entier naturel tel que a, = 0 Vr > n) est le développement de x dans le systeme
de numération de base q.

v. Pour qu’une famille d’entiers a,, (n € Z) vérifiant 1 et 2 de iv constitue le développement d’un rationnel
dans le systeme de numération de base ¢, il faut et il suffit qu’il existe un entier rationnel r et un entier
k > 1 tels que 'on ait :
O = Gp YN <71

(périodicité des développements des nombres rationnels).



Suites et fonctions
numériques

Exercice 1 Calculer la plus grande valeur (justifier) de :

n? vn+1 3"

oun:2—n,n€N oun:10+n,n€N oun:m,nEN*
Exercice 2 Calculer la plus petite valeur de :
eu, =n?—9n—10 o :(1+l)" o :n'><i
n n n n . 277,
Exercice 3 Calculer inf u,,, supu,, lim inf uy et lim supuy lorsque :
n n n—-+oo k>n n—4o00 k>n
1 (=)™ 24 (=1)"
= 1 _ — =
*tn n *tn = +1 + 3
Exercice 4 Quelles sont les limites partielles de la suite :
1 1 1
17 9 _17 Q0 _1a 17 VR _1a 17
2 3 4
Exercice 5 Montrer, en utilisant le théoreme d’existence de la limite d’une suite monotone, que la
suite suivante est convergente :
1 1 1
n pu— 1 _—— 1 _—— . 1 _ —
un= (1= )1 =)o (1= )
Exercice 6 Méme question pour la suite :
2345 n+1
Up = —.=.=.2 ..
T35 T  2n—1

. 12 22 n? " sin k2
Exercice 7 un:5+2—2+---+27n:k§:127k.
LA |
Exercice 8 Uy, = E 2

. ", cos(k!)
Exercice 9 Uy, = Z —_,
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n
1
Exercice 10 Uy = Z ik montrer que sa limite e ¢ Q.
k=0""

Exercice 11 Soit (uy) telle que ug = 0 et up+1 = /2 + uy, (n € N). Etudier la suite (u,) et montrer
que sa limite vérifie :

I—u, <2x(0,3)" n>1

Exercice 12

a. Montrer que Vn > 3, Yn+1>1et v/n+2 < 2.

b. En déduire que si a, = \/2+ €/3—|— va+ -+ ¥n alors :

V3 < 2+\3/3+(4/5<an<2 pour n > 5.

2
Exercice 13 Soit (xy,) telle que |zg| < 1 et Vn, zpp1 = HQZ". Montrer que (z,) est convergente et
calculer sa limite.
Exercice 14 Déterminer la suite (u,) définie par up = w et u,4+1 = au, + bn + c.
Exercice 15 Montrer que si (42, )n, (U2n+1)n €t (usn)n sont convergentes alors la suite (uy,) est conver-

gente.

Exercice 16
a. Montrer que toute suite de Cauchy est bornée.

b. Montrer que si (u,) est de Cauchy et que la suite extraite (up, )r est convergente alors la suite (uy)
est convergente.

c. Montrer que toute suite de Cauchy de réels est convergente dans R.

d. Donner des exemples de suites de Cauchy de rationnels qui ne sont pas convergentes dans Q.

Exercice 17 Démontrer que les suite u, = >";_ %, Up = Up + m sont adjacentes et que leur limite
e & Q.
Exercice 18

a. Montrer que si (a,,) converge, a, € R, alors (a,,) est bornée, (a,,) est de Cauchy. Etudier les réciproques.

b. Montrer que si (a,) C R est bornée alors on peut en extraire une sous suite convergente et retrouver
le b et le ¢ de I'exercice 16.

Exercice 19 Montrer que si limu,, =1 alors limv,, =1 ou :

Uy +u2 + -+ up .
Vp = : moyenne de Cézaro
n

Etudier la réciproque.



Exercice 20 Soit n € N. N(n) désigne le nombre de chiffres de n en base 10, S(n) la somme des
chiffres de n.

a. Comparer log;yn et N(n) et en déduire que :

1 <8S(n) <9(1+logpn) < 18log;ynsin > 10

b. Montrer que la suite u,, = % est bornée et calculer inf u,,, supu,. La suite (u,) est-elle conver-
gente ?
c. Soit v, := {/S(n). La suite (v,,) est-elle convergente ?
Exercice 21 Soit I,, = [an, by) une suite d’intervalles emboités telle que lim (b, —a,) = 0.

n—-+0oo

a. Montrer que les suites (a,,) et (b,) sont convergentes vers la méme limite.

b. Retrouver le fait que (I, est réduite a un singleton.

Exercice 22 Soit n € N. Soit o, 'entier le plus proche du nombre réel wu, := 21 3(1 ++/3)". Calculer

S

en fonction de n le reste de la division de «,, par 3.

Exercice 23 Etudier les limites des suites :

ala—1)(a—=2)(a=3)...(a—n)

o uy(a) = p ,a>0
P CESCEL TR BECED

Exercice 24 On pose ap = 3% Czip, k>0,bp=0et b, =35" C’,z’r;l, kE>1

i. Calculer agy1 — ag, bgr1 — br (K > 0).
ii. Calculer a1 en fonction de ay et by ; by11 en fonction de ay et by puis a0 en fonction de ay et agy1,
bi+o en fonction de by et by.

iii. Calculer, (1 — 3z + x2) 3.0 bpa®.

Exercice 25 Soient A > 1, a = 1+ VA4, =1-— VA et x, = an4p" VA.

an_ﬁn
i. Calculer z1 et z,11 en fonction de x,, et x2, en fonction de x,,. On pose y; =1 et y,11 := %(yn + yin)
ii. Montrer qu’il existe une fonction m(n) telle que y, = xp,.

iii. Quelle sont les limites de x,, et y, quand n tend vers 4007 Comment sont-elles atteintes ?
Supposons que A est rationnel.

iv. Montrer que z,, = g—:, Pn et g sont des entiers que I'on calculera. Calculer p2 — Ag2.

13 23 -1 3
Exercice 26 Calculer : lim (— + — 4+ u)
n—+oo \nd = pt n4
. . 1 1 1
Exercice 27 Calculer : nggloo [ﬁ + 273 + -+ m} .
1 1 1

Exercice 28 Calculer : lim (1 — ?)(1 - 3—2) (1=

n—-+o0o

n2
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Exercice 29
i. Montrer que log(1 +z) <z, > 0.

ii. Montrer que la suite (x,) avec :

tn= (14 D+ 55) - (LF 57)

est convergente.

Exercice 30 Prouver I'inégalité de Bernoulli :

I+x)(l+x2)...14+zp) > 1421+ -+ 2y

ounx; >—1,j=1,...,n, tous les x; étant de méme signe.
Exercice 31 Soit x1, xo, ..., x, des réels positifs. Montrer que :
1

Yr1xe ... Ty <

E(xl-l-afg—l-"'—i-xn), n € N*

Commencer par les cas n = 1, n = 2, n = 2P; dans le cas général, on choisira p tel que 2P > n et on
posera :

S=

xn+1:"En+2:'-':l'2p:(.'ElSCQ...ZCn)

Exercice 32 Soit o € R tel que & ¢ Z. Montrer que l'existence de I'une des limites limsin(na),

lim cos(na) entraine celle de autre. Et montrer que cette existence conduit a une contradiction. On
utilisera les formules donnant sin(n + 1), cos(n + 1)a, sin(2na), cos(2na)

Exercice 33 Soit la suite (uy,), définie par la condition initiale ug = 1 et la relation de récurrence :
+ !
U = U —_—
LA P T

1. En remarquant que 2"~ < n! pour n > 1, montrer que la suite (up) est convergente.

2. Rapidité de convergence. Pour tout (n, k) € N* x N* montrer que :

L1 1
(n+Ek)! = (n+ 1) (n+1)k1

1
En déduit que 0 < up41 — up < —r et que :
n.n!

1
(%) 0<l—uy < o
oul= lim wu,.
n——+o0o
. . . . . a an/! .
3. Application. Montrer que [ est irrationnel (observer que si [ = 3 alors o nlu, est un entier

naturel non nul dés que n > b et utiliser (x)).



Exercice 34 On considere la suite (u,) définie par u; = 1 et la relation de récurrence :

1

Uptl = Up + m

1. Montrer que, Yn > 1, u, < 2. En déduire que la suite (u,)n>1 est convergente.

2. Rapidité ou vitesse de convergence. Pour tout n > 2, montrer que

1 1
S l — Up S —
n-+1 Up,
oul= lim wu,.
n—-+0o
Exercice 35 On considere la suite (u,,) définie par u; = 1 et la relation de récurrence w1 = u, + %H

1 k
1. Pout tout n > 1, montrer que 3 < w9, — up < 1. En conclure que Vk € N, 5 +1<up <k+1. Que
peut-on en déduire ?

2. Montrer que Vn € N*, log(n + 1) < u, <log(n+ 1) 4+ 1 et en déduire que u,, i~ log n.

3. Comportement asymptotique. On pose v, = u, — logn et w, = u, — log(n + 1). Montrer que
(Un)n>1 €t (wn)n>1 sont adjascentes. En déduire que la suite (u, — logn),>1 est convergente.

Exercice 36 Soit f : [0,1] — C dérivable en 0 et f(0) = 0. On pose u,(f) = >}, f(n%rk)

Montrer que la suite (un(f))n>1 est convergente et calculer sa limite en fonction de | = ll)ril Uy,
- n o<

ol up =1 n%rk (cf. exercice ?).
En considerant ¢t — log(1 4 t), déterminer la valeur de [. Retrouver le résultat en comparant u, a une
intégrale.

n
Exercice 37 On pose u, = [] cosk, n > 1. En utilisant la densité de {cosn, n > 1} dans [—1,1],
k=1
montrer que (up)p>1 est convergente et de limite nulle.

Exercice 38 Soit # € R. Montrer que la suite (sin(nf)) converge si et seulement si § € 7Z ; déterminer
alors sa limite.

Exercice 39 Pour tout n > 1, on pose f,(t) = vt +n, t € [0,4+0c[. On note ¢, = f1 0 fao---0 fp.

1
1. Montrer que, Vn > 1, la fonction ¢,, est lipschitzienne de rapport ——.
274/n!

2. Montrer que les suites (¢ (0))n>3 et (¢n(n))n>3 sont adjacentes.

Exercice 40 Soit (up)n>0 définie par ug =5 et up41 = up + i Calculer 193 & 10~! pres. On pourra

introduire la suite (v,) = (u2).

Exercice 41 Construire les graphes des fonctions suivantes :

o f(z) = Os<1t1£) (sint) o g(x) = Oirgz(sin t)
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Exercice 42 Déterminer les bornes supérieures et inférieure de f(z) = 22 sur [-2,5]; g(z) = = + %
sur |0, 3].
. . . : 1 1
Exercice 43 Construire les graphes des fonctions suivantes : y = x + — (hyperbole); y = e
T x

1 1 1
(courbe d’Agnesi) ; y = 22 + — (trident de Newton), y = Arcsin—, y = Arctan—
x x x

Exercice 44 Calculer les limites suivantes :
. VT —6+2 et 43z -1
(@) Jlim, =5 ®) Jim |55
. VJr—ya+Vr—a o .
(c) lim poa— (a > 0) (d) xkinoo sinvz + 1 —siny/z
. . 1
(e) limgqoo(l 4 2)% (f) }flfb(l +3x)=
a® —ab
(g) lim (sinx)*"® (h) lim (a > 0)
TG T—=b T —
Exercice 45 Montrer que les fonctions x — cos% et r+—r sin% n’ont pas de limite en 0.
Exercice 46 Discuter I'existence et la valeur éventuelle de :
. 1 ) o1
e lim z%cos— (a€R) e lim z%sin— (o € R)
z—0 x z—0 x
>0 >0
Exercice 47 Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction continue. Montrer qu’il existe x € [a,b] tel que
f(z) = z. En donner une interprétation géométrique.
Exercice 48 Soit f : R — C périodique de période T'. Que peut-on dire de f si elle admet une limite
quand t — +o00.
Exercice 49 Soient f,g: R — R telles que :
[ 1 sit#0 [ tsin?(3) sit#0
f(t)—{o sit=0 g(t)_{o si t =

1. f admet-elle une limite en 07 g est-elle continue en 07

2. Etudier fog.

Exercice 50 Soit Py(x) =2+ 2"+ + 2?2+ —1(n>1).
a. Prouver qu’il existe un unique u = wu, > 0 tel que P,(uy) = 0.
b. Montrer que (u,) est décroissante.

c. Quelle est sa limite ?
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Exercice 51 Soit f : R — R une fonction continue telle que

(C)  flr+y) + flz—y) =2f(2)f(y), Vo,y € R

a. Quelles sont les fonctions constantes vérifiants (C') ?
On supposera que f est différente de ces fonctions.
b. Déterminer f(0); comparer f(z) et f(—z).
c. On suppose que ¢ est une racine de f. Montrer que 4c est une période de f.
d. Soit t une période de f. Montrer que si £ n’est pas une période de f alors f(%) = —1 et que f(%) = 0.

e. On suppose que f admet au moins une racine. Montrer qu’il existe a > 0 tel que f(a) = 0 et Va € [0, af,
f(x) > 0. Montrer que f est décroissante sur [0, a]. Etudier cette fonction sur l'intervalle d’une période.

Exercice 52 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On suppose que f~! existe. Prouver que f est
nécessairement monotone.

Exercice 53 Prouver le critere de Cauchy suivant : ligl f(z) existe dans R si et seulement si Ve >
r—a
0,36 >0,
Vi, o, wmal <0 ) @) <

|2/ —al < ¢

Exercice 54 Montrer que si f est majorée, croissante sur |a,b[, elle admet une limite quand z tend
vers b.

Exercice 55 Soit f :]0, +o0o0[— C telle que :

1
T) — < , x,y>0
|f () f@ﬂ_x+y y
Montrer que f admet une limite en 4oc0.
Exercice 56 Montrer que si f est dérivable et admet une infinité de zéros sur un segment [a, b] alors

il existe zo € [a, b] tel que f(zg) =0 = f'(x0).

Exercice 57 Soit f : Ry — R définie par :

{0 siz e R\ Q

S (pAhg=1)
q q

fz) =

Déterminer les points en lesquels cette fonction est continue.

Exercice 58 Etudier la continuité des fonctions suivantes :
1. f(t)=E@#) + (t—E(t))? t eR.
2. g(t) =tE(3), t > 0.

Vérifier que g admet une limite & droite en 0.

Exercice 59 Soit f : R — C continue. Montrer que f = fi + f2 avec f; paire, fo impaire et que cette
décomposition est unique.
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Exercice 60 Soit f, g : I — R continues, I intervalle de R. Montrer que h := sup(f, g) est continue sur
1. Prouver que cette propriété se généralise a une famille finie de fonctions, mais non a une famille infinie.

Exercice 61 Soit f : I — R continue, I intervalle de R. Montrer que f s’écrit comme différence de
deux fonctions continues positives dont le produit est la fonction nulle.

Exercice 62 Soit f: R — R continue.
1. Si f est bornée, peut-on affirmer que f atteint ses bornes?
2. On suppose que tlgrnoo ft) = tl}r_noof(t) =l et que f(R) C [I,+o0l.

Montrer que f atteint sa borne supérieure.

Exercice 63 Soit C une partie non vide de R. Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes.
i. Toute application continue de C' dans R est bornée.
ii. Toute application continue de C' dans R est bornée et atteint ses bornes.

Caractériser les parties C de R pour les quelles ces assertions sont exactes.

Exercice 64 Soit f : [a,b] — R continue et positive. Montrer que :

n

b
lim [ / [f(a:)]"dx] = swp ()

n—+oo z€[a,b]

Exercice 65
1. Soient f,g: [a,b] — R continues. On pose :

o) = swp [[(1) +2g(t)], v eR

Montrer que ¢ est lipschitzienne sur R.

2. Généralisation. Soit fo, fi1,..., fn des applications continues sur [a,b]. Etudier la continuité de la
fonction 1 telle que :

$(e) = sup |folt) +afi(t) + -+ +a" fult)]

a<t<b

Exercice 66 Soit f : [a,b] — R continue telle que f(a) # f(b). Montrer que :

Af(a) +vf(b)

YA >0, Vv > 0,3c €la, b, f(c)= T

Exercice 67 Soit f :[0,1] — R continue telle que f(0) = f(1). Montrer que :

Vn>1,3c€[0,1— %], f(c—i—%) = f(c)
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Exercice 68 Soient f, g :[0,1] — [0, 1] continues telle que fog = go f. Montrer qu’il existe = € [0, 1]
tel que f(z) = g(z).

2t) — f(t
Exercice 69 Soit f :]0,+oco[—> R continue telle que th? f()tf() = | € R. Montrer que
—r+00
t
lim & =1.

t—+oo ¢
Exercice 70 Déterminer les applications continues f : [0, +00[— R telles que, Vo > 0, f(2?) = f(x).
Exercice 71 Déterminer les applications continues f : R — R telles que, Vz,y € R, f(z +y) =

f(@)+ f(y).
Exercice 72 Soit f : R — R continue et telle que :

r+y

Vz,y € R, f(

1
) = S1@) + )

1. On suppose d’abord que f(0) = f(1) = 0. Montrer que :
k —
Vk e Z, Vn € N, f(2—n)—()
2. Montrer que Vz € R, x est limite d’une suite de nombres rationnels de la forme on En déduire f.

Exercice 73 Déterminer toutes les applications continues g :]0, +oo[— R telles que :

vz >0, Yy >0, 2g(zy) = g(z*) + g(y*)

Exercice 74 Soit A une partie non vide de R. Montrer que l'application ¢t — inf,c4 |t — a| est 1-
lipschitzienne.
Exercice 75 Soit f : R — R dérivable et a dérivée bornée. Montrer que f est uniformément continue

sur R tout entier.

Exercice 76 Montrer que la fonction f(z) = 1 est continue sur Pouvert ]0,1[ (ou ]0,1]) mais qu’elle
n’y est pas uniformément continue.

Exercice 77 Etudier 'uniforme continuité des fonctions suivantes :
L f(t) =+t t>0 2.f(t) =, t>0
3. f(t) =sin(t), teR 4. f(t) = sin(t?), t >0
Exercice 78 Soit f : R — R continue et admettant une limite en +o0o0 ainsi qu’en —oo. Montrer que

f est uniformément continue sur R tout entier.
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Exercice 79 Soit I = [0, 1]. Soit f définie sur I vérifiant :

(H)  vVryel, [f(z)-fyl<K|lz—y| (K>0)

a. Montrer que f est uniformément continue sur I. Montrer que I’ensemble des fonctions f vérifiants (H)
est un espace vectoriel. (K dépend de f)

b. Montrer, par un exemple, qu’il existe une infinité de fonctions continues sur I ne vérifiants pas (H).
Ces fonctions sont elles dérivables sur I.

c. Donner ’exemple d’une fonction non dérivable sur I et vérifiant (H).

Exercice 80 Une projection stéréographique polaire est une fonction f dans laquelle le domaine de
définition est la spheére moins le pole nord et I'image un plan parallele a I’équateur mais ne contenant
pas le pole nord. f associe a chaque point x de S\ {N} le point y = f(x) ou , un rayon issu de pole
nord passant par x coupe le plan. Supposons que le plan Y soit tangent a la sphere en son pdle sud.

a. Quelle est I'image d’un parallele 7
b. Quelle est I'image d’'un méridien ?

Quelle est I'image réciproque d’un segment Y ?7

/o

L’image de ’équateur est un cercle. Comment peut-on lier le diametre de ce cercle au diametre de
I’équateur ?

e. Quelle est 'image réciproque d’un rayon passant par le pole sud ?

Exos a traiter avec Maple

Exercice 81 On consideére les deux suites de terme général u,, = > 1, % et vn = up+ % Il est facile de
vériffier que les suites (uy,) et (vy,) sont adjacentess et donc convergentes. On note e leur limite commune.
Comment faut-il choisir n pour étre st d’avoir une approximation de e par u, & moins de 10™% pres.



Dérivation et
développements
limités

Exercice 1 Trouver les dérivées de f(x) = logy(z) = log(log(x)), f(z) = logs(z) = log(log(log(z))),
f(z) =log,(z), n = 1.

efl.‘

. N . e JNIRT
Exercice 2 Meéme exercice pour f(z) =e® —e® . Généraliser.

Exercice 3 Méme exercice pour f(z) = ch?(2? +z 4+ 1); f(z) = th(%) — coth(%); f(z) = ch(logz);
f(z) = Argsh(xz + V22 + 1) ; f(z) = th(log(z) + 1).

Exercice 4 Etudier la dérivabilité, puis calculer la dérivée de f. Etudier si la fonction se prolonge en
0 et si ce prolongement est dérivable en 0.

L. f(x)=+\z+Vx,z>0 2. f(z) =log(x + Va2 + 1), x € R
3. f(z)=(2")*, >0 4. f(x) =2, 2 >0

Exercice 5 Soit f la fonction définie par :

() = 72 Sin(i)sm(sin(;)) sizeg{0}U {%’ n € Z*}

0 sinon

1
Montrer que f est dérivable en 0 mais non dérivable en —.
nm

Exercice 6 Calculer I'angle que font entre elle, en leur point d’intersection les courbes y = sinz et
y=coszavec 0 <z <T.

1ta
Exercice 7 Idem pour les courbes y = 2% et y = xT-«, 0 < a < 1.

Exercice 8 Soit f(z) = e six #0et f(0)=0.

. 1
a. Montrer que la dérivée n*™¢ de f s’écrit f() (z) = P;T(f)e*ﬁ, x # 0, ou P, est un polynéme dont on

précisera le degré. En déduire que f est de classe C* sur R\ {0}.
b. Montrer que f/(0), f(0), ..., f®)(0) existent pour tout p et valent 0.
c. Prouver que f € C*°(R). Dessiner le graphe de f.

Exercice 9 Donner une expression plus simple de :
L. f(x):1+2$—|—3:52+..._|_nxn—1;
2. f(x):1+22$+32x2+...+n2$n—1;

3. f(z)= Z kCkzh—L,
k=1

15
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4. f(x) =D KCka* 1.
k=1

Exercice 10 Montrer que I’équation 2 —ax —b =0 oun > 2, a, b € R, a au plus deux (resp. trois)
racines réelles si n est pair (resp. impair).

Exercice 11 Prouver que si f admet une dérivée bornée sur |a, b alors f est uniformément continue
sur ]a,b[; et que si de plus a et b sont finis alors f est bornée sur |a,b| (on utilisera le théoreme des
accroissements finis). Analyser ce qui se passe pour f(z) = logz, |a,b| infini.

Exercice 12 Soit f : [a,b] — R continue et dérivable sur |a,b[. On suppose que :

lim f'(z) =1 (finie)

r>a
Montrer que f admet une dérivée a droite de a que cette dérivée est exactement .

Exercice 13 La fonction :

2?sint siz#0

Jw) = { 0 siz =0
est-elle de classe C1 ?

Exercice 14 Que peut-on dire de la réciproque de l'exercice 127

Exercice 15

a. Démontrer que si f est dérivable sur I et admet n zéros sur I alors f admet n — 1 zéros sur I séparant
les zéros de f.

I

T2l dan

c. Montrer que P, admet exactement n racines dans | — 1,1[.

b. Montrer que les racines de P, (x) {(1 - xz)"] sont réelles et sont dans | — 1, 1].

Exercice 16 Soit f : I — R n fois dérivable, s’annulant en n + 1 points distincts de I. Montrer que
™ gannule au moin une fois sur I.
Application. Soit (¢1,t2,...,t,) une suite de points distincts de I. Montrer qu’il existe un polynéme
Py et un seul dans I’espace vectoriel R,,_1[X] des polynomes a coefficients réels de degré < n — 1, tel
que, pour tout entier k, 1 <k < n on ait Ps(ty) = f(tx). On suppose de plus que £ est bornée sur I,

et on pose M, (f) = sup 'f(")(t)‘.
tel

Montrer que le polynome P; satisfait a la condition suivante :

My (f 2
sup (1) - Pp(t)] < 229 o Tt - 1)
n: tel k=1
Exercice 17 Soit f : [a,+0o[—> R continue et dérivable sur |a, +oo], et telle que tl}er f(t) = f(a).

Montrer qu’il existe ¢ €]a, +o00[ tel que f'(c) = 0.
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Exercice 18 Soient f, g, h : [a,b] — R continues, dérivables sur |a, b[. Montrer qu’il existe ¢ €|a, b|
tel que :
fla) f(b)  f'(c)
gla) g(b) g'(c) |=0
h(a) h(b) HK'(c)

Exercice 19 Soit f : I — R deux fois dérivable et a, b € I avec a < b. Montrer que si f(a) = f(b) =0,
pour tout z € [a,b], il existe & €]a, b] tel que :

(x —a)(z —b)

S—1"(©)

fz) =

Généraliser ce résultat au cas ou f est n fois dérivable sur I et s’annule en n points distincts.

Exercice 20 Soit f : [~h,h] — R de classe C" (h > 0), s’annulant en n points distincts de [—h, h]
92 2
dont —h et h, alors Mo(f) < ( h,) M, (f) ott My(f) = sup ‘f(k)(t)’ pour 0 < k < n.
n! —h<t<h
Application. Soit f : [-h,h] — R de classe C* (h > 0), ayant toutes ses dérivées bornées par un

méme nombre réel M. Montrer qu’il ne peut exister de polynéme prenant les mémes valeurs que f en
une infinité de pints dont —h et h, que si f est elle méme polynomiale.

Exercice 21 On pose f(z) = e®".
a. Montrer que f((z) = P,(z)e*” ot deg(P,) = n, n € N.

b. Trouver une relation de récurrence entre P, 11, P, P,. (On applique la formule de Leibniz)

Exercice 22 Soit f : [0, 4+00[— R de classe CP.
1. Montrer que si f et f®) sont bornées alors il en est de méme pour f*) pour tout 1 < k < p — 1.

2. On pose M}, = sup ‘f(k) (t)‘ Montrer que :
>0

k k

M, < 2k(p—k)M;7pMpp

Exercice 23 Montrer que I'application 2 —— Arctan(sh(z)) est une bijection de R sur | — %, 7 dont
la bijection réciproque est g : y — Argsh(tan(y)). Etablir les relations suivantes :

1
esin(y) =th(z) e cosly) = g tan(%) - th(g) . tan(% + %) = e
Exercice 24 Montrer que la relation 2% 4 tz = e’ permet de définir une application ¢t — x(t) de

[0, +00[— R. Etablir que cette application réciproque est une bijection continue strictement croissante
de [0, +oo[ sur [1, +oo[. Etudier la dérivabilité de cette application.

Exercice 25 Soit p, ¢ € R. Etudier sur R 'équation 22 + px + ¢ = 0. Prouver qu’elle admet trois
racines réelles distinctes si seulement si 4p3 4+ 27¢% < 0.
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Exercice 26 Résoudre 1’équation :
Arctan(z — 1) + Arctan(z) + Arctan(xz + 1) = g
Exercice 27 Soit n € N, n > 2 et A, B € R’.. Trouver une condition nécessaire et suffisante portant

t

sur A et B pour que A+ — > B/t Vt € [0, +00].
n

Application. En déduire que :

1
Yai, as, ..., ap >0, {‘/alag...angﬁ(a1+a2+~-—|—an)

Exercice 28 Peut-on dériver terme a terme des fonctions liées par un signe d’inégalité ?

Exercice 29 Soit f(x) = (z — a)"¢(x). Calculer f'(a), f”(a), hypothéses minimales sur ¢ ?

Exercice 30 Soit f : R — R de classe C2. On suppose que f et f” sont bornées respéctivement par
My et Mo.
1. Montrer que f’ est bornée et que sup |f'(z)| < 2/ MyMs.
zeR

2. Montrer qu’en fait on a mieux :

sup | f'(x)| < v2MoM>

zeR

3. Généraliser au cas o f est de classe C" avec f et f(™ bornées.

Exercice 31 Soit g : I = [a,b] — R deux fois dérivables, telle que ¢"(x) < 0Vx € I et g(a) = g(b) =0

a. Montrer que Vz € I, g(x) > 0. Raisonner par 'absurde et appliquer le théoréme des accroissement
finis.

b. En déduire que si f : [a,b] — R, deux fois dérivables est telle que f” <0 alors :

f@) + o~ )OI <y
c. Soit f telle que f”(x) > —k. Pourver que :
£@) < fa) + (@ - TO T m D@ 20
Tndication : considérer h(z) = "0 =D E=a) g0y

Exercice 32 La fonction g(z) = (1 +sinzsin 1 +z) si x # 0 et g(0) = 0 est-elle de classe C' sur R?
Montrer que Vo > 0, g(x) > = mais qu’il existe z tel que |¢’|(x) < 1 sur tout intervalle [0, [ (o > 0).

Exercice 33 Soit f : [a, +0o[— R de classe C!, strictement croissante, telle que f’ soit décroissante.
On suppose qu'il existe A > 0 et a €]0, 1] tels que :

1. Montrer que f'(x) > 0 sur [a, +0o0].
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2. Montrer qu’il existe B > 0 tel que :

B

~ = Bwl—Oé
r—+oo go—l1

f(x)

3. Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur [f(a), +oo|, strictement croissante, et il
existe ¢ > 0 tel que :

4. Prouver que f~! est de classe C! et (f~!)’ est croissante et tend vers 400 en +o00, et que de plus, il
existe D > 0 telle que :

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

1. lim

r—0

2. lim
r—0

3. lim

x—0

4. lim
r—0
Exercice

Exercice

Exercice

considérera (14 z)™ pour x = 1, m = 3.

34

35

36

37

38

39

40

1

X

3
1 — cha?
. .

41

42

43

Exercice 44

Idem pour la fonction :

L1~ .
_ ) singe 2 six#0
9(@) { 0 siz=0

Calculer le DL & 'ordre 7 de la fonction f(x) =tanz en 0.

Calculer le DL & Dordre 5 de la fonction f(z) = ¢2*~%" en 0.
Calculer le DL & l'ordre 6 de la fonction f(x) = log(cosx) en 0.

Calculer le DL a l'ordre 5 de la fonction f(z) = sin(sinx) en 0.

En utilisant les DL calculer les limites suivantes :

22

cosTr —e 2

)

sinx)’
r — shx

Calculer la valeur approchée de e & 1076 prés. Utiliser la formule de Taylor.
Calculer la valeur approchée de sin 1° & 1076 prés.

Calculer la valeur approchée de v/5 & 1073 prés, on écrira /5 = 2\/§ =24/1+ % et on
1

Calculer la valeur approchée de log2 & 107 prés.
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Exercice 45 Méme exercice pour log 3.

Exercice 46 Trouver les portions de convexité et les points d’inflexion des fonctions suivantes :
1. f(z) = ax?® — 62%3, a>0,b>0,
2. f(z) = zeb® b #0.

Exercice 47 Déterminer les extrémums des fonctions suivantes :
1
1. f(z)=az®>+—=, a>0,b>0,
/(@) -

3. f(x)=(x—a)* (z—0)3, 0<a<b

Exercice 48 Construire les graphes des fonctions suivantes :
4 — g2
1. f(z) = ——,
f(@) 1+ 22

2. f(z)=(z— a)e%, a>0.

Exercice 49 Prouver les inégalités suivantes :

1. 2 —2%6 <sinz <z, >0,
2
2. cosr >1— %

Exercice 50 Trouver la distance de la courbe y = 22 & la droite y — z 4+ 2 = 0.
Exercice 51 Trouver les intervalles de concavité et les points d’inflexion des fonctions suivantes :
a. y = f(z) = 322 — 23,
b. f(z)=e""
Exercice 52 Déterminer les graphes i.e. les tracer des courbes suivantes données en coordonnées pa-
ramétriques :
2
=2t — t? r =28
R S C { S
vy = Yy =1e
Exercice 53 Déterminer le rayon de courbure des courbes suivantes :
a. y> = 2px,
2 2
x Yy
b. ﬁ + be = 1,

c. y=3(1—cost), x = 3(t —sint) (Une cycloide).

Exercice 54 Former I’équation de la développée de la cycloide :
x =a(t—sint)
y =a(l— cost)

Exos a traiter avec Maple
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Exercice 55 On considere la fonction f donnée par :

az + b3 + cx®

x +— f(z) = sh(z) — T —

Déterminer les coefficients a, b, ¢, d et e pour que I'on ait f(x) ~ Az!! au voisinage de 0 o1 A & déterminer.

Exercice 56 Soit P = aX? + bX? + ¢X + d un polynéme. Trouver a, b, ¢ et d pour que
Uy = (n® + 3n%)V6 — (P(n))!/3

soit le terme général d’une série convergente.
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Séries numériques

Exercice 1 En partant de définition, étudier la convergence des séries ci-dessous et trouver leurs

somines :

SR — Z
a. —+ =
1223 n(n+1) nlnn—i—l

b > (n+1) n+4);

<
S
=

1

o0
c. :
2:21 n+1)(n+1)(n+2)

3

o
Exercice 2 Montrer que la série harmonique Z — est divergente en utilisant le lien entre série et
n=1
intégrale.
Exercice 3 Montrer que :
N1
SL:=) —=0(og(N +1));
k
k=1
o1
S5 =Y —=O[(N+1D'", 0<a<1N>1;
N g o [(N+1)"] a >
<1
RS = — =O(N"), a>1N>1.
k=N ke

Exercice 4 En utilisant les criteres de comparaison, étudier la convergence des séries suivantes :

N i n+1 b i 1 i n

) ) E— c.

= 2n+1 = Vn?+2n = nt+1
s 1 © 1 © 1

d. . log(1 + — f. log(1 + —
nZ:janM e ;og( +-) nglog( +—5)

s 1
g > l—e w2
n=1

Exercice 5 A Taide du critere de Cauchy ou de D’Alembert, étudier la nature des séries suivantes :

2%k —1 k2
a. i b. -
& (Vap 2y

k+1 =, k _
c. Z d. 2(7314:—1)% 1

23
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Exercice 6 En utilisant le critere Intégrale—Série étudier la nature des séries suivantes :
1
a. ——— (généraliser b. (e>0
Z nlognloglogn (g ) Z )
=1
S P
2
= nt+2
Exercice 7 Etudier la convergence des séries suivantes :
[e%S) 1
noT / w sin’ z
a. dx b.
nzl/o 2 +1 Z 1+ w4
oo o0 oo
Exercice 8 Montrer que la série Z aby converge absolument si les séries Z a; et Z by convergent.
k=1 k=1 k=1
n
Exercice 9 Montrer que la suite x,, = Z T log x admet une limite C.

k=1
C s’appelle la constante d’Euler, C' = 0,577216. ..

Exercice 10 Trouver les sommes des séries suivantes :
n 1

S < 9
a. Z 2n T on—1 b. 2:1
n—

n=1

Exercice 11 A l’aide du critere de Cauchy, étudier la convergence des séries suivantes :

n=1 n=1

o0
Exercice 12 Montrer que la série (dite de Bertrand) Z —_
=, k(log k)P

i. Converge si a > 1 et 8 quelconque.

—
—

. Convergesia=1er g > 1.

iii. Diverge si a < 1 et 8 quelconque.

iv. Divergesia=1et g <1.

oo

, n > 1. Montrer que la série Z — est absolument
nZ

n=1

—zlogn

Exercice 13 Soit z =x+ iy € C =e

7nz

convergente pour Rez > 1. Sa somme ((z) est la fonction Zeta de Riemann.

Exercice 14 Elle donne valeur approchée de n! pour les grandes valeurs de n et a une importance

capitale en pratique.
1.1

= log ——,

8 n"\/n

1. Montrer que la série > u, est absolument convergente en cherchant un développement asymptotique
de u, au voisinage de +o0.

On pose Sy, n>2etu, =95, — Sn_1.
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nle™ S
converge vers e”.
n”\/ﬁ

3. Utiliser la formule de Wallis pour obtenir que e = v/2x. Par conséquent :

n!=n"e "V2mn(l +¢e,)

2. En déduire que S, a une limite notée S. Ainsi la suite o, =

n
avec lim e, = 0, ou encore n! ~ (ﬁ> 2mn.
+o00 €

N.B. Il existe des précisions plus poussées sur le calcul de n!.

Exercice 15 Donner un exemple de deux séries dont les termes généraux sont équivalents mais qui ne
sont pas de méme nature.

> (1) 1
Exercice 16 Calculer la valeur approchée par défaut de S = Z (=1) a — prés.
~n+1 100
Exercice 17 En utilisant le développement en série de Arctanz, |z| < 1, donner un encadrement de
Arctan% a la 4*¢™M¢ décimale.
Exercice 18 Utiliser la formule :

T 1 1
— = 4Arctan— — Arctan——
1 re an5 re an239

pour avoir m comme la somme de deux séries trés rapidement convergentes. En donner une valeur ap-
prochée a 107> prés.

[e.9]

1
Exercice 19 En partant de e = Z — calculer la valeur de e & 1078 prés (par défaut).

n!

n=0
Exercice 20 En écrivant log2 = log 1_%, calculer log2 & 10™* prés.
2

Exos a traiter avec Maple
Exercice 21 On considere la série numérique de terme générale u,, = % dont la somme est notée s

et S, sa somme partielle d’ordre n. On rappelle qu’un résultat de cours affirme que |s — S| <
pour tout n.

1
1+(n+1)3

1. Ecrire une procédure qui calcule S,, pour tout n. Calculer Sig.
2. Trouver n € N tel que |s — S,,| <1074

3. Calculer une valeur approchée de s avec 3 décimales exactes.

Exercice 22 On se donne la série numérique dont le terme générale est défini par
(="
Up =/ sin | ————
n=n ( 1+nyn
1. En utilisant Maple, donner un développement asymptotique de u,, quand n — —+o0.
2. En déduire la nature de 3 uy,.
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Integration

VI+V2+--+n
ny/n
sur un intervalle & définir. En déduire la valeur de :

est une somme de Riemann de la fonction z — /x

Exercice 1 Montrer que S =

e n\f Z vk

Exercice 2 En utilisant les sommes de Riemann calculer les limites suivantes :
n—1
n
= 2.1l= 1i —_
1 ngr-II—loo n Z COS ¢ n—1>I—i:Eloo kz n2 + k2
3. 1= lim 4.l = lim

n—>+oo Z W/TLQ + k2 n—)—i—ooz A /4n2 _p

Exercice 3 Calculer les dérivées de :
2x dt /12 dt /sinx
R — — £/ |t|dt
z V1413 x IOgt cos T | |
T de

1
Exercice 4 On pose Iy, = / _
P 2p o cosZPf

a. Calculer Iy et I.

sin 6 . ,
b. Calculer la dérivée de 0 — T et en déduire une relation de récurrence entre I, et Iy o.
cos
Exercice 5 Calculer les limites en encadrant les intégrales :
) 2z ¢ ) 3z dt 2z cost t
1 = lim —— lo = lim _ l3 = lim
z=+00 Jy 1+t =00 Jy 1+¢2+t4 o0 Y

/ / xdxr dx
V1+at 2+ 1’ Vr—1

Exercice 6 Calculer

v Arct
Exercice 7 Calculer / EETE f a2nx dzx, / sin zv/'1 + cos xdzx.
x

xdx dx
+vr' ) Vr+1+yVr—1

Exercice 8 Calculer / 1

27
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Exercice 9 Calculer les intégrales suivantes :

1. /5 cos® z sin zdzx 2. /§ tan 6d0
0 jus

4 /73r 1+tan2:cdm 5 /2 dx
= tanz 1 T+

7/ dx
' \/372—437

o [
11— 6x — 922

Exercice 10

8./dl’
V2 —4x+9

1
11. / —_—
1 V2422 +3
Calculer les primitives suivantes :

/\/x2—4—md:c

Exercice 11 Calculer les intégrales suivantes :

2
1. / vV —x2 42z + ldx /
1

N|= CA\H

1
3. / V2 + 2x 4+ 3dz /
—1

Exercice 12 Calculer les primitives suivantes :

x+1
vV 4:L‘+1

Exercice 13 Calculer les intégrales suivantes :
r+3 1

V—4z? + 4z +3

3 sinx
3, / =
coS

6. / xv/1+ zdx
0

2
9./ *
1 V—x24+2x+1
1

12. /2 x
1V=x2 =2 +2

/\/a;Q — 4z + 9dx

V1 —6x —9x2dx
vV —x2 — 2z + 2dx

/ 2r +1 o
Vo —A4z2

1 V9zx 6:c +5
dx

=

3

Exercice 14

Calculer /

Exercice 15

1
Calculer / -
z

Exercice 16

Calculer / T

Exercice 17 Calculer les primitives suivantes :

x>0

/ dx
x+ Va2 + 2z +2

4 dx
; / . /
1 (22 —-1)V-322+x 2 2z -1

-1

1d$ pour x > 1.
-1

1d:n pour x > 1.

-1
1al:): pour x > 1.

)Vbhx? — 6z + 2

x>0

dx
/:L“—{-3—|—\/x2—|-2x7 -
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Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

18

19

20

21

22

23

24

Calculer les primitives suivantes :

/(3:2 + 3z + 2)e’dx

Calculer / e *(cos 2z — 2sin 2z)dz.

Calculer les intégrales suivantes :

™

/3 e 2% (cos 3x — sin 3z )dx
0

Calculer les intégrales suivantes :

|=

/ ’ (Arcsinz)?dz
0

us

Calculer /2 cos x log(1 + cos x)dx.
0

Déterminer a et b pour que l'on ait :

/ (az® + bx) cos(nx)dr = —
0

™

On pose I, = / ’ sin"(z)dz, n € N.
0

a. Calculer Iy et I7.

/(a:2 — 22+ 2)e”*dx

/4 e 3% (cos 2x + 2sin 2z)dx
0

1 .
/5 Arcsmxd
——dx
0o V1i+z

b. On suppose que n > 2. Calculer I,, en fonction de I,,_o.

c. Calculer Iap, Iop41 pour p > 1.

Exercice

Exercice

Exercice 27

25

dx

1. —_
/m3+1
4./d$
zd 4+ 322 -4

26

Calculer les primitives suivantes :
2 3
9. / s
(1.2 + 1)2
5 / xdx
) (@2 —x41)2
Calculer les intégrales suivantes :
/ 1 dx
~1222 427 +5
Calculer les intégrales suivantes :

1
/ log(22% — 2z + 1)dx
0

xdx
5 /:B4 -1
/ dx

(x =122+ x+1)

/1 dx
0 222 —2x+1

-3
/ Arctanx + Sdac
4 z+5
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Exercice 28 Calculer /COS4(ZL') sin®(z)dz, /0084(33)d:£, /sin4(9) cos?(0)d6.

2 d 2
Exercice 29 Calculer / wdw, / v , / C.OS wdw
tan 3z cos?*(x) sin 3x

1
Exercice 30 Calculer / a¢ ; / - da ; / tan®(z)da, / 5 dr
243cos¢’ J sinx 4+ cosx tan®(x)

us jus jus

Exercice 31 Calculer / ? d7x7 / ° dx / ? dx
0 0

0o l+tanf cos2xcosz’ 1+2cosz
log 3 dr i log 3 dx
Exercice 32  Calcul / S / .
xercice arewer 0 15chz — 17shz ch2(a:) + shQ(m)
Exercice 33 Soit a <b € Ret f: [a,b] — R continue.
1. Trouver une CNS pour que :
b b
[ s = ["1rar
a a
2. Trouver une CNS pour que :
b
f(t)dt) = (b—a) sup [f(t)|
a a<t<b
3. Quedirede 1. et 2.si f:[a,b] — C?
Exercice 34 Soit @ > 0 et f, g : [—a,a] — R. On suppose que Vx € [—a,a] on a g(z

f(z) = /w g(t)dt. Montrer que f =g =0.
0

/f £)dt et

Exercice 35 Soit f, g : I — C de classe C"™" (n € N*). Montrer que V(a,b) € I x [ on a :

b n—1
[ 10990 = 1 100y D]+ o [
@ k=0

Application. Soit h : I — C continue. Montrer que Va € I, Vn € N*, la fonction :

Fﬂ:»—>/ n—l Loyt

est de classe C" sur I et que sa dérivée n™ est h.

Exercice 36 Soit p, ¢ € N*. Soit P, (n € N*), le polynome défini par P, = %X”(p —gX)".
1. Montrer que P, et ses dérivées successives, prennent des valeurs entieres aux points 0 et %.

2. Montrer que la suite de terme générale I,, = / " P,(t) sin(t)dt converge vers 0.
0
3. En déduire que m € R\ Q.

P

4. Montrer que la suite J, = !

0
Vr € Q% , e" € Q (raisonner comme au 3.
+

P, (t)e'dt converge vers 0 et que ¥n > 1, J, > 0. En déduire que
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f(z)
Exercice 37 Montrer que Vo € R, 3! f(x) € R tel que : / e’ dt = 1. Etudier I’application f sur R.

T

Exercice 38 Soit f : [0,1] — [0, 4-00] continue. On suppose qu’il existe C' > 0 tel que :
vz e[0,1], flz)<C / £(0)

Que dire de la fonction f 7

Exercice 39 Trouver un intervalle I 5 0 de longueur > 0 et une application f: I — R telle que :

Vo e, f(x):/ e’ ®at
0

b .
Exercice 40 Soit f : [a,b] — C continue. Montrer que lim / f(t)e™dt = 0.

n—+oo J,
Ind. Commencer par le cas ou f est constante, en escalier.

sin(2n+1)t
sint

sin(2n+1)¢

et t — 7

Exercice 41 Montrer que Vn € N, les fonctions ¢ —
prolongement) sur [0, 5.

(2 % sin(2n 4+ 1)t
Onposea”_/Qmmdtetbn_/QW

sint 0
] s
exercice précédent que lim b, = —.
n——+o0o 2

sont continues (par

dt. Calculer a,, et conclure en utilisant un

Exercice 42 Soit f une fonction strictement croissante, continue sur [0,a] (a > 0) et f(0) = 0. On
_ g1
pose g = f~.
1. On considere la fonction F' définie sur [0, a] par :

F(:L'):/ dt+/ (t)dt — 2 f(x)

Montrer que F' est dérivable et calculer sa dérivée (on supposera dans un premier temps que f est
dérivable).

2. Montrer que :
Y(u,0) € o) x (0.5, w< [ fde+ [ g0d
En déduire que si p > 1 et ¢ > 1 alors :
uP vl

1 1
-+ -=1l=w < —+ —
p g p q

Exos a traiter avec Maple

Exercice 43

1. Calculer la valeur de I = /5 In(sin(¢))dt
0

2. Calculer la primitive de la fonction z —
14 a3



32

CHAP. 5: INTEGRATION




Equations
différentielles

Exercice 1 On considere I’équation différentielle :
(E) (@ -1y +y=z

1. Intégrer I’équation (E) sur | — 00,0[, |0, 1] et ]1, +o0.
2. Montrer qu’il existe une unique solution de (FE) sur |0, +oo].

3. Montrer qu’il n’existe pas de solution de (F) sur R.

Exercice 2 On considere I'équation différentielle :
2z 41
E xy — — =0
(E) Y —y+ CESE
1. Intégrer I’équation (E) sur | — oo, —1[, | — 1,0[ et ]0, +-o0].
2. En déduire les solutions maximales de (FE).
Exercice 3 Intégrer et déterminer les solutions maximales des équations différentielles suivantes :
a. y = e*ty b. 2%y = 2%+ y? — zy
c.y =yr—1 d. ¥ +ycosx =sinxcosx
Exercice 4 Soient o un nombre réel non nul, a et b deux fonctions continues sur un intervalle /. On
considere I’équation différentielle de Bernoulli suivante :
(E) y' +a(@)y +bz)y* =0

1. Soit y une solution de (E) ne s’annulant pas sur I et a # 1. On pose z = y'~%. Montrer que z vérifie
une équation différentielle du 1¢" ordre que 'on déterminera.

2. Application. Intégrer les équations différentielles suivantes :

a. 23y — 2’y +yt =0 b. y =y + 22y?
c. zy + 3y = x> d. 2zy —y?>+1=0
Exercice 5 On appelle équation de Riccatti une équation de la forme :
(R) y + f(2)y = g(x)y” + h(z)

ou f, g et h sont des fonctions sur un intérvalle I de R.

1. Montrer que si on connait une solution y; de (R), alors en posant y = z + y1, on se rameéne & une
équation de Bernoulli en z.

2. Intégrer I’équation différentielle suivante :

1 1
y=-y -2+ -)y+az+2
X X

33
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Exercice 6 Intégrer 1’équation différentielle de Clairant suivante :

y=ay +V1+y~

Préciser la solution singuliére si elle existe. Est-elle une enveloppe de droites ?

Exercice 7 Soit I'équation différentielle de Clairant suivante :
Yy —y=0 (%)

1. Quelle est sa solution générale.

2. Montrer que I’annulation d’un discriminant d’une équation convenable du 3%™¢ degré fournit une
solution singuliere de (*).

3. Montrer que la solution singuliere est ’enveloppe d’une fammille de droites qui constitue la solution

générale.

Exercice 8 Intégrer les équations différentielles suivantes :

a. ' + 4y + 4y = ze® b. " — 2y + 2y = 4e®(sinz + cos x)

—x
Y Sy Yy = s dy'+2y —3y=-—ys
¢ Y8 ty=10 VIR -3y = o
1
e. v +vy = f.y" 4+ 20+ (N2 + 1)y =sinz
cos T
Exercice 9 On considere 1'équation différentielle suivante :
(E) (x—1)y" + (22 - 1)y +ay=0

1. Déterminer les valeurs du nombre réel a pour que la fonction yo : x — €®* soit solution de (E).

2. Soit y une fonction deux fois dérivable. On pose y = zyp (cf question 1). Montrer qu'une CNS pour
que y soit solution de (F) est que 2’ vérifie une certaine équation différentielle du premier ordre que
I’on déterminera.

3. Résoudre cette équation sur | — oo, 1], ]1, +oo] et R.

4. Déterminer les solutions de (E) sur | — oo, 1], |1, co[, puis sur R.

Exercice 10 Intégrer les équations différentielles suivantes :
a. x+yy =0 b. z(1+2?)yy =1+ y?
/ x 1 2\, / 2
. = d. z(1 — -1 20 =0
¢ y+1+$2y 22(1 + 22?) 2142y — (@ Jy+ 2

e. (z+ Dy +(x—1Ny=a3—22+1 f. y? +ay® + (2* —ya)y =0
g v 42y +y(y* —2%) =0

Exercice 11 On considere ’équation différentielle suivante :
(E) z(l—2)y +(1—a)y=1

1. Intégrer (E) sur | — o00,0[, |0, 1] et ]1, +o0.

2. Montrer qu’il existe une unique solution de (E) dans | — 0o, 0[ et qu’il n’existe aucune solution dans
R.
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Exercice 12 On considere I’équation différentielle suivante :
(E) y' +a(@)y + b(x)y* =0

ou a et b sont deux fonctions continues sur un intervalle I de R et a est un réel non nul.

1. Montrer que si y est une solution qui ne s’annule pas sur I et que si o # 1, alors z = '~ est solution
d’une équation différentielle linéaire du premier ordre.

2. Application. Intégrer les équations différentielles suivantes :

ox3y’—x2y+y4:0 oy':y+m2y2

Exercice 13 Intégrer les équations différentielles suivantes :

a. x+yy =0 b. zy(1+2%)y —(1+4y?) =0

c. ¥y =2z +32%)(1 —y) d. 2y =(x -1y
Exercice 14 Intégrer les équations différentielles :

a. y2+2xy + 9/ (y? —22) =0,

b. 2y —y = x? +y2.
Exercice 15 Intégrer les équations différentielles :

a. y2 +ay? + (22 —yx?)y =0,

b. z(1+22)y —y(x? — 1)+ 2z =0,

c. (+1)y +(x—-1y=a%—22+1,
1

d. ¥ + v y = .
14 a2 22(1 + 22)

Exercice 16 Intégrer les équations différentielles :
a. ¥y’ — 2y +y = 6xe”,
b. 3" + 2y — 8y = 4(3x + 5)e?*,
c. y" — 4y + 13y = 10 cos(2x) + 25 sin(2x),

1
d. ¥/ +6y — 9y = ———e 2.
Y Y Y |
Exercice 17 On considere I’équation différentielle d’Euler suivante :

(E) az? +y" +bxy +cy=0

1. Trouver la (ou les) CNS pour que la fonction f : x — 2" (r € R) soit solution sur R de (E).
2. Application. Intégrer sur RY les équations différentielles suivantes :

a. 22y’ +3zy +y =1,

b. 2%y +xy +y = .
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Exercice 18 Soit @ € Ry. On considere sur R% I'équation différentielle linéaire du second ordre
suivante :

(Eq) 2y + (20 + D%y 4+ a*x®ly = -1
1. Pour a = 0, intégrer (Ep).
2. On suppose a > 0. Montrer que I'application x —— 7% est une solution sur R’ de I’équation associée
a (Ey).
3. En déduire la solution sur R du probleme de Cauchy suivant :
2Ly 4+ (20 + 1)22%y + a2y = —1

y(1) = -1
y'(1)=2a—1
Exercice 19 On considere I’équation différentielle linéaire suivante :

(E) a(x)y’ + b(x)y = c(x)

ou a, b, ¢ sont des fonctions continues sur un intervalle I de R; la fonction a ne s’annulant pas sur 1.
Montrer que les tangentes aux courbes intégrales aux points d’abscisse @ € I sont concourantes ou
paralleles.

Exercice 20 On considere I'équation différentielle suivante :
(E) (x—1)y"+ 2z - 1)y +ay =0
1. Déterminer les valeurs du nombre réel a pour que la fonction gy : x —— €®® soit solution particuliere
de (E).
2. Soit y une fonction deux fois dérivables. On pose y = zyy. Montrer qu'une CNS pour que y vérfie (E)
est que ’ vérifie une équation différentielle du 1¢" ordre que 1’'on déterminera.
3. Résoudre cette équation sur | — oo, 1], |1, +00[ et sur R.

4. Déterminer les solutions de (E) sur | — oo, 1], |1, +00[ et sur R.

Exercice 21 Intégrer les équations différentielles suivantes :
a. ¥ (22 —z)=1+9° b. z?y = 1?
c. y(z2+2)—2y=0.

Exercice 22 Intégrer les équations différentielles suivantes :
a. 22y = (v +y)? b. xy’ =ycos? L

Exercice 23 Intégrer les équations différentielles suivantes :
a. xy +y=¢e" b. ¥ —ytanz =

Cos T

Exercice 24
1. Intégrer I’équation différentielle linéaire :
(E1) —zy +y=12%cosu.
2. En déduire la solution générale de '’équation de Bernoulli : zy’ 4+ y = 22 cos(z)y?.

3. On considere I’équation de Riccatti :
(E9) xy +y = 2% cos(x)(y? — x2) + 2u.
En remarquant que yp = z est solution particuliere de (E2), déterminer les solutions générales de (Es).
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Exercice 25 On considere I'équation différentielle linéaire :
(E) (1-2?)y" —ay' +y=0

1. A laide d’'un changement de variable trigonométrique, montrer que (F) se raméne & une équation
différentielle linéaire a coefficients constants que ’on résoudra.

2. En déduire la solution générale de (E).

Exercice 26 On considere 1’équation différentielle du second ordre suivante :
y" +q(x)y =0

ou ¢ est une fonction continue sur I =|a, b|.

1. Montrer que I’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension < 2. Soit y1, y2 ces solutions.
On pose :

W (z) = y}gx‘) Zzgg = Y195 — Yive.

dw
2. Montrer que o= —q(z)W(z); et calculer W (x).
x

3. En déduire que si W (xp) # 0 pour un zg €]a, b[ alors W ne s’annule en aucun point de ]a, b[; on sait
alors que dans ce cas les solutions y; et y2 sont linéairement indépendantes sur |a, b[.

4. Généralisation. On considere I'équation différentielle d’ordre n :
" +p1(2)y" 4+ o)y = 0.

On note y1(x),...,yn(x) le systéme des solutions a qui on associe le wronskien (déterminant de
Wronski) défini par :

y(x) yn ()
W)= Wan....ya] = v () y;@
(@) Y ()
Montrer que : ) o
o i () Yn(T)
@) L )
W@ o )

d
et en déduire que d—W = —p1(z)W(x). Conclure.
x

Exos a traiter avec Maple

Exercice 27 On consideére I’équation différentielle (E) : (1 —t)y/(t) — ty(t) = —1.
1. En utilisant la commande dsolve, résoudre (E) sur un intervalle de R\ {1}.

2. Etudier l'existence d’une solution de (F) définie sur tout R.

Exercice 28 On considere 1’équation différentielle

(B): (2% +y(@)*)y(z) —2zy(z) =0

Trouver les solutions de (E) vérifiant y(0) = 1.
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Etude d’une courbe
plane

Exercice 1 Etudier la courbe (C) suivante au voisinage de t =1 :

2
{ o) = t :1
y(t) =(t=1)%!

Exercice 2 Etudier la courbe (C) suivante au voisinage de t =0 :
z(t) =
y(t) =4t
Exercice 3 Etudier la courbe (C) suivante au voisinage de t =1 :
2
x(t) =2+ %
y(t) ="+ n
Exercice 4 On considere la courbe (C) d’équation paramétriques :

{ x(t) =t—log(l+1)
y(t) =t—5 —log(1+1)

1. Etudier les branches infinies et préciser la position de la courbe (C) par rapport a ses asymptotes

éventuelles.
2. Chercher les points de rebroussement de la courbe (C).
3. Etudier I'existence des points d’inflexion.
4. Etudier les variations de la courbe (C).
5. Tracer le graphe de (C).
Exercice 5 Etudier la courbe (C) définie par :
3
t) =
) ==y
) = t* -3
O

Préciser les coordonnées du (ou des) point(s) double(s). Tracer (C).

39
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Exercice 6 On considere la courbe (C) définie par :
cos 2t
x(t) =
cost
y(t) =logt

1. Montrer qu’il suffit d’étudier (C) sur [0, 5[ (préciser les axes de symétries, période).
2. Etudier les branches infinies.

3. Tracer (C).

Exercice 7 Construire ’astroide d’équation :
z(t) = cos3(t)
y(t) = sin’(t)

Préciser les symétries et les points de rebroussements.

Exercice 8 Donner des paramétrages des courbes définies par les équations suivantes :
2 2 2 2
2 Z Yy z Yy
a. Yy =ax b.g—l—bﬁ—l c.?—b—Q—l
Exercice 9 Soit (C) la courbe définie par :
3
z(t) _¥+§
e3 3
y(t) = T +1
a. Vérifier que (C) admet un centre de symétrie et en déduire que le domaine d’étude peut étre réduit a
10, +o0l.
b. Etudier les variations de x et y sur ]0, +oo.
c. Calculer les limites aux bornes.
d. Etudier les branche infinies.
e. Déterminer la tangente en t = 1 et la position de la courbe par rapport a cette tangente.
f. Tracer (C).
Exercice 10 Soit (C) la courbe déterminée par I’équation polaire :
1
r(0) = —
() cos 0
a. Vérifier que le domaine d’étude peut étre réduit a D = [0, §[U]F, 7).
b. Etudier les variations de r sur D.
c. Calculer les limites aux bornes de D.
d. Etudier les branches infinies.

e. Tracer (C) et préciser les tangentes pour § =0 et 6 = .
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Exercice 11 Construire les courbes paramétrées (C) suivantes en précisant les points signalés.

1
a. (2t + 2,2t — t—Q) ; point stationnaire, parabole asymptote, point double.
9 2 1 . . . : e .
b. (t*+ o t+ ;) ; point stationnaire, parabole asymptote, point d’inflexion.

ogt
c. (tlogt, Tg) ; symétrie.

1
d. (e'sint, &)
e. (/Ot 16;(:_Osludu, /Ot ;Slr_lz du).
Exercice 12 Idem avec :
a. { ;Céz)) i gljcz(;i;)sﬁt (cardinoide) b. { ;Céz)) i ;Onsgg ((tt)) (astroide).
Exercice 13 La courbe orthoptique d’une courbe (C) est le lieu (I') des points du plan d’ou peut mener

au moins deux tangentes a (C) orthogonales. Déterminer (I') dans les exemples suivants :

N { z(t) =4t b, { z(t) =t> -2t . { z(t) = acos®(t) (a>0)

y(t) =3t! y(t) =23 -3¢ y(t) = asind(t)
Exercice 14 Déterminer les droites qui sont a la fois tangentes et normales & :
[ x(t) =3t

Exercice 15
. x(t) =tcost—sint
a. Tracer la courbe (C) : { y(t) =2cost

b. Montrer que les tangentes & (C) en les points stationnaires de (C) sont concourantes.

Exercice 16
a. Tracer la courbe (C) : t — 7(t) = (cos?(t), cost(1 + sint)).

b. A tout point M de (C)\ {0}, on associe le point M (u) € (C)\ {0} tel que OM (t) L. OM (u). Déterminer
le lieu (') du milieu des segments M (t) M (u) et préciser (I') N (C).

Exercice 17 Déterminer le lieu des points stationnaires de la courbe paramétrée suivante lorsque A
décrit R :
(Cy) { z(t) =cos3(t) + Asint
" | y(t) =sind(t) + Acost

Exercice 18 Déterminer ’ensemble des points de rebroussements des courbes suivantes lorsque (a,b)
décrit R? : .
(Cap) : . %
y(t) ="+ —
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Exercice 19 Construire les courbes suivantes définies en coordonnées polaires.
1—cosé b ta 0 cos 6
a p= ——5 . p=tan c. p= ———
P 2 + cos?(6) P P 1 " cost
0
d. p = +Vcos20 (lemniscate) e. p= thg f. p=1+tan 1
0
& P= h. p=ae, X #0 et a > 0 (spirale logarithmique).
Exercice 20 Reconnaitre les courbes suivantes :
1 n 1 b 1
a. p= =
P~ cos " sind p 2 sin? (g)
sin 26 2
c. p= d. P = = .
cos 36 V1 +5sin260 + /1 —sin 20

Exercice 21
a. Tracer (C) : p = cos®(6) — sin3(#).

b. Déterminer les points de (C) en lesquels la tangente est de pente 1.

Exercice 22
sin 6
0
b. Montrer que les pieds des normales & (C) issues de 6 sont situées sur un méme cercle.

a. Tracer (C) : p=

Exercice 23 Déterminer la courbe orthoptique (cf exercice 13) de la courbe (C) : p = ae??, a >0, A >
0.

Exercice 24 Construire les courbes suivantes définies implicitement :
a. mz—y2:2log% b. z(x? —y*) +4?> =0
c. PP —y+222—2=0 do 2t +yt =222 22 4+1=0
e. 2oyt —423y +3=0 f. 2zy = sin(2? + y?)

Exos a traiter avec Maple

Exercice 25 En utilisant Maple, tracer les courbes des exercices 3 et 19.
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